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DUALITAT BE1 DANIELL-STONESCHEN METHODEN 
ZUR EINFUHRUNG UND ERWEITERUNG VON INTEGRALEN 
NICHT-NEGATIVER FUNKTIONEN IN 
ABSTRAKTEN RAUMEN. II 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of March 25, 1972) 
B. Der Fall von Lebesgue-Integralen. 
Mit den im Anfang von Teil A. angedeuteten Analogien korrespon- 
dieren Analogien zwischen den Verfahren meiner Arbeit: Methoden zur 
Erweiterung von Maben in d3omenringen ii) und den hier unter B. fol- 
genden Verfahren. 
Daneben 1% sich beachten da0 die Funktionen und die Axiomen- 
systeme im ,,Lebesgue”-Fall durch Erweiterung aus denen im ,,Riemann”- 
Fall hervorgehen 12), wodurch sofort die Resultate unter A. in einfacher 
Weise in diesem Teil B. eingegliedert werden kijnnen. 
IV. Das Lebesgue-Integral nicht-negativer Funktionen ge- 
griindet auf einer Theorie des lul3eren IntegralmaBes. 
$ 5. $?(A) sei wie in 4 1; ein Kegel J?,(A) ebenso wie in Q 1, jedoch 
unter der Einschrankung da13 er nur auf A beschriinkte Funktionen enthalt 
(5 2); &,(A) sei ein Kegel &(A) der eben angegebenen Art, mit folgender 
erganzender Eigenschaft : bei hl$ . . .shs. .., hj (i= 1, 2, . . .) E 9,(A) und 
limi,oo hj= h13) beschrankt auf A ist such hE at,(A); &,(A) hei& sodann 
ein total-additiver (0 ; v, A ; - )-konvexer Kegel. 
Fur die Funktionen von Rta(A) sei ein &u/?eres Integralma~ nzs definiert, 
welches die Axiom& Ibis, 2”, 3”, 5” und 6” (mit !@,(A) anstatt S’,(A)) 
von tjQ 1, 2 erfiillt. Wie schon in $ 2 erwlhnt, ist nun Axiom 4” (0 1) be- 
weisbar. Hinxugef$igt sei : 
Axiom 7”. Bei hj (i=l, 2, . . . ) E &,(A), hlSh2l...lhfS . . . . und 
11) Siehe diese Proceedings, Series A, 73 (1970), S. 361-375; daneben such die 
Arbeit : Map- und Integrationstheorie inStru&uren, Acta math. 73 (1941), S. 131-173. 
12) Jeder Kegel &,(A) ist such ein &(A); der Wortlaut der Axiome lb”, 2”-6” 
und l*bb, 2*-6* bleibt ungeiindert; Axiome 7’, 7* kommen hinzu. 
13) D.h. in jedem Punkte z limi-ta, h,(r)=h(z). 
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limj+u, hJ=h beschrankt auf A, ist such h E &(A) mit me(h) endlich 14). 
Nun sei auBerdem 
d(h)= lim mO(S). 
j-+m 
Damit folgt der 
Satz (4bi”) : Bei gjr (j=l, 2, . ..) E R&4) und gl+ga+... oder 
E:i”=, gj=g b esc h rankt auf A, also such g E R&4) und mO(g) endlich, ist 
mO(g) oder mO( f gj) d 5 ma(gj). 
i=l j-1 
Beweis. Zu E>O und hj -gi+...+gj (i=l, 2, . ..) gibt es nach 
Axiom ‘7” eine Zahl E mit 
k 
mow - mot t: 59) < 8. 
i=l 
Wiederholte Anwendung von Axiom 4” (9 1) liefert 
mO( : f-II) isi mobi) 5 fg mom* i-l j-1 j-1 
Also ist 
mO(g) < 8 + 5 m0(g3) ; 
-1 
mit E --f 0 folgt (4bi8). - 
Da $&(A) mit zugehijrigem aul3erem IntegralmaB m0 wie eben definiert 
ein spezieller Kegel !&(A) mit einem speziellen IntegralmaS gemaD 5 2 
ist, gibt es zu ,&(A) einen Teilkegel K(A) von mc-mel3baren Funktionen. 
Hilfssatz 1. Aus f~ (i= 1, 2, . ..) E $&(A), mit /rzfar . . . zf,k . . . und 
f = limj,, fj [d.h. f(x) = limidc, f,(s) ftir jeden Punkt z E A], und jeder 
Funktion fj ms-mel3bar (also E K(A)) folgt such f E K(A). 
Beweis. Aus gj = fj - ff+l E &(A) und 
folgt, mit der Definitionvon &(A), 2:~) gfE &(A), wodurch such fg %@). 
Bei w E &(A) ist 
(12) nzO(w A f)5 lim m”(w h fj). 
i+m 
Aus w-w hf=(W-- h/l)+@ A/l--W ,,fl A/2)+(U) /\/z--w ,,f2 ,,f2)+... 
folgt, mit Satz (4b*s), 
14) Da13 es ein endliches m”(h) gibt, folgt mit den Axiomen Ibis, 3”. 
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7?%“(W)~??&o(W Af)+m’(W-W Afl)+mO(W A/l-W A/l A/s)+ 
+T?&O(W A/z-W Af2 A/a)+...= 
(wegen der ms-Meflbarkeit der fj) 
m”(W A f) + (m”(W) -m”(W A /I)}+ {m”(W A fl) - m”(W A fl A fz)}+ 
+{~“(WAfz)-11Zo(WAf2Af3)}+... = m”(W A f) + {ma(W) - m”(W A /I)} + 
+ {m”(W A fi) - nZ”(W A fz)} + (m”(W A f2) - nZ’(W A fs)) + . . . 
oder 
(13) o~?n”(w A f)- hm ma(w A fj). 
j+m 
Aus (12) und (13) folgt 
(14) m”(w A f)= lim ma(w A fj). 
j-02 
Mit Satz (41316) folgt ebenso 
m”(W-W Af)r7Tb”(W-W Afl)+m”(W A/l-W Af2)+Vb”(W A/g-W A/s)+...= 
(wegen der mo-MeDbarkeit der ff) {&J(w) -mo(w A /I)} 
+ {m”(W A fl) -m’(W A f2)) + . . . 
oder 
myw-w A f)rmyw) - lim myw A fj), 
j-+m 
somit, mit (14), 
(15) Wb”(W-W A f)~TT?/“(W)-mo(W A f). 
Satz (49 liefert such 
(16) Wb”(W)r?lJo(W-W A f)+VLO(W A f); 
aus (15) und (16) folgt f m’J-mel3bar. 
Hilfssatz 2. Aus Iq (i=l, 2, . ..) E R&l), mit hr$hss... Ir).c~ (p 
endlich), und jede Funktion 5 E K(A) folgt such F, = limi,, IQ m’J-mel3bar. 
Der Beweis folgt leicht durch Anwendung von Hilfssatz 1 auf die 
Funktionen fj =p.c~-h, (i=l, 2, . ..). 
Hauptsatz D. Aus 5, h E .%,(A), hlshs5... sfijr . . . . lim+, hj=h 
und jede ~EK(A) folgt such h EK(A), mit m(h)= lim+,, m(Iq) (Total- 
Additivitlit des FunktionenmaSes). 
Beweis. Folgt sofort mit Hilfssatz 2 und Axiom 7”. 
Mit Hauptsatz D! 1L13t sich ein Satz von 5 2 Bndern in: 
Sat z . Annahmen wie in den drei ersten AbsLtzen dieses Par. Die 
charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A haben alle ein 
endliches luBeres Ma13 me. Diejenigen Teilmengen E von A, welche ein 
Ma13 m(cz) fiir die zugehijrigen cx haben, bilden eine Mengenalgebra, sogar 
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(nach Hauptsatz D.) eine a-Mengenalgebra ‘352,, m: (I (A) ; das MengenmaB 
m(E) [- m(cs)] ist endlich, beschrankt- und total- (o-)additiv fur die 
Mengen von %RC,nz;o (A). 
Die spezielle Mengenfunktion ,,~a, mit PO(E) =ma(cx) fur E G A, und mit 
zugehorigem MaB ji, geniigt unter den Annahmen im Anfang dieses Par. 
den Axiomen lo-B” fiir das auBere MaB in meiner Arbeit in diesen 
Proceed. A, 73 (1970): Methoden zur Erweiterung von Mapen in a-Xomen- 
ringen, $3 1, 2, 3 l5). 
Die Hauptstitze B. und C. (0 2) behalten ihre Giiltigkeit mit L@,(A) anstatt 
!&(A), Axiome Ibis, 2”, 3”, 5”, 6”, 7’ anstatt Axiome Ibis, 2”-6”, und mit 
m beschrtinkt- ,,und” a-additiv. 
Mit dem Hauptsatz D. folgt da/i’ die in Axiom 6” auftretende abz&hlbare 
Ausnahmemenge unter den Annahmen dieses Par. immer leer sein wird, 
wodurch eke xugeh&ige Einschrlinkung der VJ in den Formeln (3) und (3bis) 
nun iiberfliissig ist. 
Bemerkung. Bei YJ2C,~;a (A) die a-Mengenalgebra der in A ,&me& 
baren Mengen (~0 regular) ist (%RC,i-;;, (A)\p = ~0) such voZZst&dig in A. 
Dies ist ein Spezialfall eines Satzes in F&n. 34 von Methoden . . . in 
a-Somenringen, S. 367. 
IV*. Das Lebesgue-Integral nicht-negativer Funktionen ge- 
griindet auf einer Theorie des inneren IntegralmaBes. 
Q 5*. Z(A) und $&,(A) seien wie im ersten Absatz von Q 5. 
Fur die Funktionen von a,(A) sei ein inneres Integralma~ mo definiert, 
welches die Axiomata l*bis, 2*, 3*, 5*, 6* (mit Rta(A) anstatt &(A)) von 
$5 l*, 2* erfiillt. Wie schon in 5 2* erwahnt, ist nun Axiom 4* (3 l*) 
beweisbar. Hinzugefiigt sei : 
Axiom 7*. Bei gj (j= 1, 2, . ..) E %,(A), g1Z . . . >,gfZ . . . . lim,,, gj=g, 
ist such g beschrankt auf A, und dadurch g E &(A) mit ma(g) endlich-16). 
Nun sei aul3erdem 
m0(g) = lim m0(gj). 
j-+00 
Formel (9*) la& sich hier (also in &,(A)) anwenden, und liefert ein 
mo mit den Axiomen lbi*, 2”-6” als beweisbare Satze. Fiir dieses rno fiihrt 
Axiom 7* zu einem mit Axiom 7” zusammenfallenden dualen Satz 17). 
Denn bei hjr (j=l, 2;...) E &,(A), hlS.,.ShjS . . . . und limi.+oo hj=h be- 
schrlnkt auf A, folgt die Existenz eines positiven p mit h 6p ‘CA; 
15) Aus den MaDdeCnitionen fiir rn [in 3 l] und ,C [gem&B Methoden. . . in u 
Somenringen, 3 1 (mit PO, PO, ,E anstatt mo, mo, m)] geht hervor da0 jede Menge 
E E %.,:,(A) ein p-MaD mit ,~(E)=wJ(cE) hat. 
16) DaLi es ein endliches ma(g) gibt, folgt mit den Axiomen l*bis, 3*. 
17) Umgekehrt h&t& man unter IV. Axiom 7* (also unter Annahme von Axiom 7”) 
ableiten k8nnen. 
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ma(h)~~oma(c~)=endlich. Bei gj=pecA-h, (j= 1, 2, . ..) gilt gj E Qt,(A), 
glBgs-..., g = lim r j+m Qj=p.CA- limjem hj oder p*CA-h E &,(A), also 
such ma(g) endlich, wodurch mit Ax. 7* folgt 
m0(s) = lim m0(gj) oder m0(p ‘CA - h) = lim mO(p ‘CA -hj) oder 
j-+m j-00 
mO(P’CA)-mO(p’CA-h)= lim [mO(p.CA)-{mO(p)‘CA-hjl)}], 
j-+co 
oder, mit (g*), 
m0(h)= lim ms(hj). 
j-+co 
Aus den als Satze abgeleiteten Axiomen lbie, 2”-7’ folgt nun such hier 
Hauptsatz D., welcher wegen R(A) =K(A) und m(f) =ma(f) =mo(f) bei 
f E E(A) folgende Form gegeben werden kann : 
Hauptsatz D*. Aush~,F,~~~~(A),itld...$h,~...,lirn~,,h~=h,und 
jede hj E E(A) folgt such h E g(A), mit m(h)= limi,- m(hi) (Total- 
Additivitiit des FunktionenmaSes). 
Mit Hauptsatz D *. Wt sich ein Satz von $ 2* andern in : 
Satz. Annahmen wie in den drei ersten Absatzen dieses Par. Die 
charakteristischen ‘Funktionen von Teilmengen von A haben alle ein 
endliches inneres MaD mo. Diejenigen Teilmengen E von A, welche ein 
Ma13 m(cs) (=mo(cs)) haben, bilden eine Mengenalgebra, sogar (nach 
Hauptsatz D*.) eine a-Mengenalgebra $i&, m; d (A) ; das MengenmaB m(E) 
[= m(cs)] ist endlich, beschrlnkt- und total- (a-)additiv fur die Mengen 
van ~c,m&V. 
Die spezielle Mengenfunktion PO(E) =mO(cs), definiert fur E & A, mit 
zugehorigem Ma,13 ,E, geniigt unter den Annahmen im Anfang dieses Par. 
den Axiomen lo-4”, p, e” fiir das innere Ma13 in der Arbeit in diesen 
Proceed. A, 73 (1970): Methoden zur Erweiterung von Maben in o-Somen- 
ringen, $0 1, 2bi*, 3bie 18). 
Die Hauptstitze B*. und C*. ($ 2*) behulten ihre Giiltigkeit mit &,(A) 
anstatt R,(A), Axiomen l*bis, 2*-6*, 7* anstatt l*bis, 2*-6*, und mit m 
beschrdinkt- ,,und” o-additiv. 
Mit dem Hauptsatz D*. folgt dap die in Axiom 6* auftretende abztihlbare 
Ausnahmemenge unter den Annahmen dies@ Par. immer leer sein wird, 
wodurch eine zugehtirige Einschrlinkung der yj in den Formeln (3) und (3bis) 
nun tiberfi%.ssig ist. 
Bemerkung. Bei ‘%$; (r (A) die a-Mengenalgebra der in A ,&me& 
baren Mengen (,CO regular) ist (%i?,+;, (A)@ E ~0) such vollsttindig in A 
18) Aus den Mal3definitionen fiir m [in 5 l*] und p [gem&B Methoden . . . in o- 
Somenringen, $ 1 (mit pot pc, fi anstatt mc, mc, m)] geht hervor da13 jede Menge 
E E 5si,,:, 64.1 ein p-M& mit p(E)=m(cB) hat. 
307 
in bezug auf ,I&. Siehe wieder einen Satz in diesen Proceed. A, 73 (1970), 
S. 367 (FuBn. 34). 
Allgemeine Bemerkung zu den Kapiteln IV. und IV*. 
Die Dualit& zwischen den Betrachtungen ftir R&4) in den Kapiteln 
I. und I*. 11Bt sich auf den Fall von &&4) in den Kapiteln IV. und IV*. 
iibertragen ; man beachte daB sich unter den Bedingungen von Kap. IV. 
(also insbes. bei Annahme von Ax. 7”) ein mit Ax. 7* korresponclierendes 
Theorem ableiten l&fit (siehe FuBn. 17), w&rend umgekehrt in 9 5* ein 
mit Axiom 7’ korrespondierender Satz bewiesen wurde. Die d3eren und 
inneren FunktionenmaDe m0 und mo sind in R&4) in derselben Weise 
me&under adjungiert wie, nach der , ,Allgemeinen Bemerkung zu den 
Kapiteln I. und I*.“, in &(A). 
Auch die Betrachtungen iiber die MengenmaBe ,$, ,GO, p in jener Be- 
merkung finden hier eine sinngem8;Be ubertragung. 
V. Definition und Erweiterung eines elementaren Integral- 
mal3es in einem total-additiven (0; v, A; - )-konvexen 
Kegel KO(A; ,u). 
5 6. R(A) sei die Klasse aller nicht-negativen endlichwertigen Funk- 
tionen, definiert in den Punkten von A ; sie ist als ein (0 ; v, A ; - )-konvexer 
Funktionenkegel aufzufassen. Betrachtet werden nur solche Z(A), die 
einen total-adclitiven Teilkegel KO(A ; ,u) gem&B nachfolgender Definition 
enthalten. 
Definition. @(A ; ,u) sei ein total-additiver (0 ; v, A ; - )-konvexer 
Teilkegel von R(A) im Sinne von $ 5 (erster Absatz); die zugehbrigen 
Funktionen sind also auf A beschrdnkt, wiihrend die Total-Additivitdt 
besagt : aus lcldi&g . ..dk.4... mit limn+m i&=,4 auf A und jede 
k, E Ko(A ; ,u), k beschrgnkt auf A folgt such Ic E Ko(A ; p) ; daneben sol1 
es fiir die Funktionen von $?(A; ,u) ein nicht-negatives, beschrSinkt 
additives und positiv homogenes (elementares) Integralmao ,U geben mit 
p(O) = 0, pU(c4) 4 und endlich, und limn,, p(kn) =,u(k) bei kn, k wie obenlg), 
und mit den weiteren Eigenschaften I. bis IV. 
I. fiir f, g E Ko(A; p): Af+g)=/4f)+Ag)=Af vg)+Af Ag); 
II. fiir f, g Ko(A ; p) una f2g: pcf-g)=df)-p(g); 
III. zu jedem f E Ko(A; p), $ 0 auf A (also insbes. CA) gehijre eine 
abztihlbare Menge P(f) von positiven Zahlen so da13 fiir jedes positive 
y 6 P(f) die zugehiirige Teilmenge A(f &y) von A eine charakteristische 
Funktion c, (, r ,,) mit Ma13 ,u haben solI. Bei S (endliche) obere Grenze 
L8) H’ KXW.IS folgt weiter das komplementBre Resultat: bei 11 2 12 2 . . . 2 I,, 2 _ . . . . lim,,, Z,=Z, jede Z.E.?P(A; p) ist such ZEK’J(A;~) mit lim,,,~(Z,)=~(Z). 
Auch die Umkehrung gilt. 
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von f auf A und S’ > S wahle man die Teilungspunkte yj (i = 1, . . . , n - 1) 
von (0, S) I$ P(f), und mit 
o=yo<y1<... < yn-1< yn = S’. 
Bei 6 > 0 die grol3te der Intervallingen (ye - yj-1) (i = 1, . . ., n - 1) sol1 nun 
immer gelten : 
Be m er ku ng . Aus der obigen Annahme der Total-Additivitat von 
Ko(A ; ,u) mit Grenzwerteigenschaft fiir p folgt da13 die in III. angegebene 
abzahlbare Ausnahmemenge P(f) immer leer sein wird. 
Mit den Bemerkungen 1. und 2. in 0 3 und der Total-Additivitat von 
Ko(A ; p) folgt hier : 
a. Die Teilmengen von A mit charakteristischer Funktion in KO(A ; p) 
bilden eine o-Mengenalgebra; 
b. Aus 2 CA, cd E Ko(A; p), p(c,-) #0 folgt bei jedem f E Ko(A; p) 
die Existenz einer Funktion fd E Ko(A; p), welche auf A mit f, auf A -2 
mit 0 zusammenfallt. 
9’(B) sei der aus Q(A) hervorgehende (0; v, A; -)-konvexe Kegel von 
Funktionen f, mit eingeschranktem Definitionsbereich 2; KO(B; p) sei 
der Teilkegel von R(B), dessen Funktionen aus den fa E KO(A ; ,u) her- 
vorgehen durch Einschrankung ihres Definitionsbereiches zu 2. Voraus- 
gesetzt wird da/l: 
IV. fiir jede Fun&ion fx E Ko(A ; ,u) und ihre gleichbezeichnete Ein- 
schrdnkung (f,-) E KO(A; ,u) die zugeh&irigen Werte von ,u immer zusammen- 
fallen. 
Die mit I., II., III. korrespondierenden Eigenschaften I,., II,. und 
III,. lassen sich formulieren wie in Q 2 im korrespondierenden Fall (P(f) 
ist hier leer) ; neben der Total-Additivitat von Ko(A ; p) hat man such 
KO(A; p) total-additiv. 
Definition. Die Funktionen von R(A), deren jede in den Punkten 
von AS eine der Funktionen von Ko(A; p) ist, bilden einen total- 
additiven 20) (0 ; v, A ; - )-konvexen Teilkegel Rta(A) (0 5) ; dabei sei fiir 
jedes Element (Funktion) f E 3&(A) 
ma(f) =untere Grenze der p(g) mit g E KO(A ; p) ; f dg. 
Somit ist ,u(c~) #0 und endlich; Ko(A; p) & &(A) & 9(A); &,(A) ist 
erblich in ,$?(A), d-h. aus f’ E !@(A), f E $&(A) und f’sf folgt such 
f’ E L%,(A). 
20) Dies folgt daraus da13 sich zu jeder auf A beschriinkten, nicht-negativen 
Funktion f eine natiirliche Zahl it anweisen liil3t mit f $ ~-CA auf A, wobei ~-CA E 
E KO(A ; /A). 
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Satz. Fur W$ und &(A) wie in letzter Definition sind die Axiome Ibis, 
2”-6” ($0 1, 2), 7” (fj 5) b eweisbare Satze. Der zugehijrige Kegel K(A) 
(definiert wie in Q l), dessen Elemente hier auf A beschrlnkt sind, ist 
total-additiv (3 5) wobei Ko(A; ,u) G K(A) 2 R&4), wahrend fiir jede 
Funktion f E KO(A ; p) gilt 
m(f) = mO(f) =A#); 
(K(A)lm Es d) * t is eine Erweiterung von (KO(A ; p)lp). 
Be w e i s . Die Axiome Ibis, 2”-6” lassen sich als Theoreme in derselben 
Weise ableiten wie im Beweise des Satzes von 3 3. 
Aus der obigen Definition von ma(f) folgt die Existenz einer Folge 
112 12 2 . ..&l.Z... mit I, EKO(A; ,u); fdl, (n=l, 2, 3, . ..) und ma(f)= 
= lim,,, ,u&). Nach F u 13 n. 19 ist such die Grenzfunktion i= lim,, co 
I, EKO(A;~) und of mit lim,,, p(&)=p(i), wodurch mO(f)=p(i)=mO(i). 
Aus f E &,(A) folgt also die Existenz eines izf, E Ka(A; p) mit 
d(f)=&). Dies Ia& sich anwenden beim Beweise von Ax. 7” fur at,(A) 
und mo. 
Beih~(j=1,2,...)ER&I),hid...dh~I...,h= lim++,h;rbeschrankt auf 
A, also such h E R&A) (Q 5) gibt es fiir jedes i ein &&hj, E Ko(A; ,u) mit 
mo(hj) = ,u&) 21). Aus hj 5 &, hj I hj+l$lj+i folgt hj 5 lj A i~+i ; also allgemein 
hj I & A lj+l A . . . A &,, such 
hjs lim ij A ij+l A . . . A lj+P = b’ 5 13, ij ’ E K”(A ; iu) lg). 
P-+-J 
Dadurch ist mO(hj) =&‘) =,u(&), so da13 ir’ 5 is’ d . . . eine Folge p-mefibarer 
Funktionen von KO(A ; 1~) ist, fur deren Grenzwert s E KO(A ; p) gilt 
sz lim hj und d(h) sp(s) = lim ,u(i,‘) = lim mO(S). 
j-PC0 -Pm -400 
Es ist sofort deutlich da13 such: 
lim mO(hj) S d(h), 
Li-+co 
wonach die in Axiom 7” geforderte Gleichheitsrelation folgt. 
Die iibrigen Behauptungen des Satzes verifiziert man leicht. 
Beispiel. A sei das offene lineare Interval1 (a, b), R’(A) der Kegel 
der nicht-negativen endlichwertigen Funktionen auf A, KO(A ; 11) der 
Teilkegel von R(A), gebildet von den nicht-negativen, beschdnkten, 
Borel-meBbaren Funktionen f auf A. Das elementare IntegralmaLl p(f) 
sei das Borel-Integral von f. Anwendung des letzten Satzes fiihrt zu der 
21) Zu h gibt es eine natiirliche Zahl n mit h 2 TL.CA. Dadurch liil3t sich annehmen 
daI3, nach ev. Verkleinerung, jedes 11 5 72.c~ ist. Daraus folgt, im weiteren Verlauf 
des Beweises, da13 jedes &’ 5 ~.cA, also such 8 5 TZ.CA ist; also 8 E Ko(A; p). 
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Erweiterung (K(A)lm=mO) von (@(A; ,u)ip), wobei K(A) der Kegel der 
nicht-negativen, beschrankten, Lebesgue-mefibaren Funktionen auf A, 
und rn = mo das zugehijrige Lebesguesche Integral(maB) dieser Funktionen. 
V*. Erweiterung eines elementaren IntegralmaBes in einem 
total-additiven Kegel Ks(A; p) mit innerem Integral- 
maB. 
5 6*. Z(A) und KO(A ; ,u) seien wie in 9 6, Anfang; ,U hat wieder die 
Eigenschaften I. bis IV. 
Definition. Die Funktionen von @(A), deren jede in den Punkten 
von A 5 eine der Funktionen von Ks(.4 ; p) ist, bilden wieder den total- 
additiven (0 ; v, A ; -)-konvexen Teilkegel $&(A) von $ 6; fur jedes 
Element (Funktion) f E 9&l) sei 
ma(f) = obere Grenze der ,u(g) mit g E KO(A ; p) ; f zg. 
Somit ist ,U(CA) #O und endlich; Ko(A; p) s &,(A) & R!(A). 
Satz. Fur mo und $?,,(A) wie in letzter Definition sind die Axiome 
l*bis, 2* bis 6* (5s l*, 2*), 7* (Q 5*) b eweisbare S&tee. Der zugehorige 
Kegel E(A) (wie in 0 l*), dessen Elemente hier auf A beschrlnkte Funk- 
tionen sind, ist total-additiv (9 5), wobei Ks(A; p) 2 x(A) E J?:t,(A), 
wahrend fur jede Funktion f E Ko(A ; p) gilt 
m(f) = ma(f) =/-J(f); 
(g(A)lm E mo) ist eine Erweiterung von (&?(A; p)I,u). 
Beweis. Die Ableitung der Axiome 1 *ais, 2* bis 6* als beweisbare 
Satze fiir ms und $&(A) folgt in derselben Weise wie im Beweise des 
Satzes von 5 3*. 
Aus der Definition von ms(f) folgt die Existenz einer Folge ICI $ kz 5 . . . I 
skk,s 9.. mit k, E KO(A ; p) ; f L k, (12 = 1, 2, . . .) und ms(f) = lim,, Q1 ,u(k,,). 
Nach der ersten Definition van 9 6 ist such die Grenzfunktion 
E= lim12qoo k, E KO(A; p) und if mit lim,,, p(kn)=p(L), wodurch 
ma(f) = p(k) = mo@). 
Aus f E Rta(A) folgt also die Existenz eines z5 f, 6 K’J(A ; p) mit 
mo(f)=p(&). Dies l&fit sich anwenden beim Beweise von Ax. 7* fur &,(A) 
und ms. 
Beig3(j=1,2,...)EZta(A),g11...~g;rr...,alsoauchg=lim,,,g3ELta(A) 
gibt es fiir jedes i ein &5gj, E Ko(A; y) mit ms(g,)=&). Aus gjzi,, 
gj 2 gj+r 2 ij+i folgt gj 2 t; v b+r ; also allgemein gj 2 I?J v &+I v . . . v I!!+~, such 
- - 
gj& lim 1, vlj+r v . . . v i5fp = ij’ r &, 4’ E Ko(A ; p). 
o+oo 
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Dadurch ist mo(gj) =&‘) =,u(&), SO daf3 tr’ Z&Z’ 2 . . . eine Folge p-meDbarer 
Funktionen von Ka(A ; ,IJ) ist ; fur ihren Grenzwert 8 E Ka(A ; P) gilt 
sl lim gj=g und ma(g) Zp(s) = lim II = lim mo(g,). 
i&co j-00 j-e00 
Es ist sofort deutlich daB such: 
wonach die in Axiom 7* geforderte Gleichheitsrelation folgt. 
Die iibrigen Behauptungen des Satzes verifiziert man leicht. 
Be i spiel. Wie in Q 6, Ende ; nur sol1 hier mo anstatt mo benutzt 
werden. 
Allgemeine Bemerkung zu den Kapiteln V. und V*. 
Satz. R(A); K”(A;p); ~~&I) seien wie in den Definitionen von Q 6. 
Dann fiihrt $ 6, Definitionen mit Satz zu einem fur die Elemente (Funk- 
tionen) von R,(A) definierten &uBeren MaB mo. Darauf fiihrt der erste 
Absatz der ,,Allgemeinen Bemerkung zu den Kapiteln IV. und IV*.” 
zu dem fiir Funktionen von at,(A) zu mo adjungierten inneren MaB mo. 
5 6*, Definition und Satz fiihren in anderer Weise ebenfalls zu einem 
fiir die Funktionen von $?,(A) inneren Ma& das hier vorliiufig mit mo* 
angedeutet sei. 
Sind nun mo und mo* fiir die Funktionen von eta(A) identisch? Die 
Antwort ist affirmativ. 
Beweis. Aus f E Rt,(A) folgt die Existenz einer Funktion g of, E K(A) 
(9 6, Satz), wodurch nach der ,,Allgemeinen Bemerkung zu den Kapiteln 
IV. und IV*.” ma(f) =mO(g) - mO(g-f). Es gibt (5 6, Def. u. Satz) eine 
fest zu wahlende #zg, E Ko(A; 1~)) somit such E K(A), mit endlichem 
p(g) = ma(g), wodurch ebenfalls ma(f) = mO(g) -ma@- f) =,!Q) - untere 
Grenze aller ,LL(E) mit h E Ko(A ; p), g--/da ~2s) oder = obere Grenze aller 
~(Q-il) mit S--z E Ko(A; p), 5f. Daraus folgt, mit ma*(f) die hier gewiihlte 
Notation von ma(f) im Sinne von $ 6*, Def., daf3 mo(f)I;mo*(f). 
Umgekehrt, ausgehend von ma* (Q 6*, Def. mit mo* andere Schreibweise 
fiir mo) ist: 
ma*(f) =obere Grenze aller p(f) mit Js/, E Ka(A; ,u). 
Es gibt eine fest zu wahlende Funktion S E KO(A ; ,u) mit g~f. Dadurch ist 
ma*(f) = obere Grenze aller [p(Q) -,I.J((~-f)] mit frf, E Ko(.4 ; p), oder 
=p(g)- untere Grenze der ~(g-f). 
Da bei veranderlichem p immer S--J2 fl- f ist, ist ma@ - f ) 5 untere Grenze 
der p(#-f), wodurch 
mo*(f)SmO(g)-mO(g--f)=(§ 1, Def.) ma(f). 
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Erreicht wird: ma*(f) =ms(f); me und mo* sind somit fiir die Funktionen 
von &(A) identisch. 
Bemerkung. Ein analoges Resultat wie im eben bewiesenen Satz 
Iii& sich formulieren bei Vertauschung von luSerem und innerem MaB. 
Aus der ,:Allgemeinen Bemerkung zu den Kapiteln IV. und IV*.” geht 
hervor daD ms(f) = ma(f) notwendig und hinreichend zur mu- und mo- 
MeBbarkeit einer Funktion f E &,(A) ist; dies zusammen mit dem obigen 
Satz liefert unmittelbar : 
Bei jedem (total-additiven) elementaren IntegralmaP ,u fiir Punktionen 
eines total-additiven (0 ; v, A ; - )-konvexen Kegels KO(A ; p) fallen die 
Integralerweiterungen won (KO(A; ,u)j,u) gem+? den Xlitxen in $ 6 und $ 6*, 
(K(A)[m = mo) b zw. @(A)lm = mo), xusammen. 
Eine gleichartige Behauptung folgt nun such (mit Q 6, Bern. b.) fur 
jede ,u-mel3bare Teilmenge A’ von A mit p(A’) ~0. 
VI. Eine dritte Methode zur Erweiterung von total-addi- 
tiven Integralmafien. 
5 7. Die beiden im vorletzten Absatz angedeuteten Integralerweiterung- 
en fiihren zur selben Funktionenklasse K(A) 3 i?(A), mit demselben 
Integral- und MengenmaB m. Dabei ist ,U(CA) =m(cA) #0 und endlich, 
und sind die Funktionen von K(A) nicht-negativ, auf A beschrankt und 
m-meBbar [d.h. bei willkiirlich positivem 9 und f E K(A) hat die charak- 
teristische Funktion c, r/Z rll ein Ma13 m]. 
Bei einer auf A definierten, nicht-negativen und m-mel3baren Funktion f, 
welche auf A nicht beschriinkt ist, 1lBt sich zu jeder natiirlichen Zahl n 
eine Funktion fn einfiihren, gleich f in den Punkten von A, in welchen 
f sn ist, und gleich n in den Punkten mit f >n. Die obigen Integraler- 
weiterungen angewandt auf fn liefern dann ein Integralmao m(fn). Bei 
endlicher oberer Grenze der m(fn) (n = 1, 2, . ..) definiere diese den Wert 
won m(f). 
In einem abstrakten Raum X seien mehrere (ev. abzihlbar unendlich 
viele) disjunkte Mengen Al enthalten, mit zugehijrigem elementarem 
Integralma (KO(Aj; ,u~)~,LQ) nebst IntegralmaDerweiterung (K(A,)lmj), 
sowohl im Sinne des Satzes von 5 6 wie des Satzes von 5 6*; fiir jedes i 
ist somit ,uj(c+) =rnj(c~$) #O und endlich, und ist jede Funktion des 
Kegels K(AJ) beschrankt mit (endlichem) Ma13 ml. 
Einer im ganzen Raum X definierten, endlichwertigen, nicht-negativen 
(beschrankten oder unbeschrankten) Funktion f sol1 ein Integralmao 
mx(f) zugewiesen werden, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind : 
lo die Funktion fj, definiert in den Punkten von Al und daselbst mit 
f zusammenfallend, hat ein Ma13 mj(fj) ; 
2O die Summe & mj(fj) ist endlich. 
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Dann sei 
Bemerkungen. 1. Diese Funktionen f bilden einen (0 ; v, A ; - )- 
konvexen Kegel X(X; mx) iiber X mit nicht-negativem, (in bezug auf f) 
beschrlinkt-additivem und positiv homogenem Integralma mx. 
2. Bei X- &j 4, nicht leer ist der Wert von mx(f) dennoch immer 
unabhangig von den Werten von f in den Punkten von X- &I A,. 
3. Einer auf einer Teilmenge X* von X definierten, nicht-negativen, 
endlichwertigen Funktion fx* sol1 ein FunktionenmaB mx* iiber X* 
zugewiesen werden gleich das existierend vorausgesetzte FunktionenmaS 
mx iiber X einer Funktion f, =fx* in den Punkten von X*, = 0 in den 
Punkten von X-X*. 
Nahere Ausarbeitungen dieser Bemerkungen, ev. unter Benutzung von 
Betrachtungen wie in der Arbeit : Methoden zur Erweiterung von beechrdnkt- 
additiven ProduktmaPen u.s.w., diese Proceed. A, 74 (1971), S. 201-221, 
insbes. S. 218-220, seien hier nur angedeutet (wie etwa die Totaladditivitat 
in bezug auf X* eines IntegralmaBes mx*(f) bei fest gewlhlter Funktion f). 
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